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         В данной работе получены условия на операторные коэффициенты, участвующие 
в операторно-дифференциальном уравнении четвёртого порядка и в краевом условии, 
которые обеспечивают корректную разрешимость краевой задачи в абстрактных 
гильбертовых пространствах типа Соболева. Эта краевая задача, в частности, со-
держит некоторые нелокальные краевые задачи на полуоси. 
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Пусть H - сепарабельное гильбертово пространство, A  - положи-

тельно-определенный самосопряженный оператор в H . Обозначим через 
γH  шкалу гильбертовых пространств, порождённую оператором A , т.е. 

( )γγ ADH = , ( ) ( )yAxAyx γγ
γ ,, = , ( )ADyx ∈, , 0≥γ . При 0=γ  считаем, 

что .0 HH =  
         Обозначим через ( )HRL ;2 +  гильбертово пространство функций 
( )tf , определённых почти всюду в интервале ( )∞=+ ,0R , со значениями в 

H , измеримых, квадратично интегрируемых в смысле Бохнера, с нормой  
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          В дальнейшем ( )YXL ,  означает пространство линейных ограни-
ченных операторов, действующих из X  в Y . Следуя монографии [1], оп-
ределим пространство функций 
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Здесь и в дальнейшем производные понимаются в смысле теории распре-
делений [1]. Определим также следующее подпространство в ( )HRW ;4

2 + : 
( ) ( ) ( ) ( ){ }SuuuHRWuuSHRW =′=∈= ++ 0,00,;:;; 4

2
4

2  
где ( )( )

2
5,;4

2 HHRWLS +∈ . Из теоремы о следах  [1, гл.1] следует коррект-
ность этого определения. Аналогично определяются пространства 

( )HRL ;2  и ( )HRW ;4
2 , где ( )∞∞−= ,R . 

Рассмотрим в H  следующую краевую задачу: 

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftuA
dt

tudtudtdP =+= 4
4

4

0 ,         (1) 

                                ( ) ( ) ,0,00 Suuu =′=           (2) 
где  ( )tf  и ( )tu  - функции со значениями в H , а операторы A  и S  опре-
делены выше. Отметим, что, в частности, S  может быть и интегральным 
оператором, действующим из ( )HRW ;4

2 +  в 
2

5H . 

 Определение. Если при любом ( ) ( )HRWtf ;4
2 +∈  существует функ-

ция ( ) ( )HRWtu ;4
2 +∈ , которая удовлетворяет уравнению (1) почти всюду 

в +R , граничным условиям (2) в смысле сходимости 
( ) ( ) 0lim,0lim

2
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и имеет место оценка 

( ) ( )HRLHRW
fconstu

;; 2
4

2 ++
≤ , 

то задача (1), (2) называется регулярно разрешимой, а ( )tu  - регулярным 
решением задачи (1), (2). 

В данной работе мы укажем условия, которые обеспечивают регу-
лярную разрешимость задачи (1), (2). Отметим, что при 0=S  эта задача в 
более общем виде исследована в [2]. Для операторно-дифференциальных 
уравнений второго и третьего порядков такие нелокальные задачи иссле-
дованы, например, в работах [3-7]. 

Сперва докажем следующую лемму. 

         Лемма. Пусть ( ) ( )ii −−=+−= 1
2

1,1
2

1
21 ωω . Тогда при любом 

2
5Hx∈  имеет место неравенство: 

( ) 2
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ωω . 

 Доказательство. Так как 14
2

4
1 −== ωω , то по определению 
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Далее, полагая HyyAx ∈= − ,2
7  и используя спектральное разложение 

оператора A , получаем: 
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Аналогично имеем: 
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Далее получаем: 
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Следовательно, учитывая (4)-(6) в (3), получаем 

( )
22

; 2
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21 2 xxexe
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+

ωω . 

Лемма доказана. 
 Обозначим через ( ) ( )SHRWuudtdPuP ;;, 4

200 +∈= . 

 Теорема. Пусть ( )
4

;
2

2
5

4
2

<=
→+ HHRW

Sκ . Тогда задача (1), (2) регу-

лярно разрешима. 
 Доказательство. Покажем, что { }00 =KerP . Очевидно, что уравне-
ние ( ) 00 =udtdP  имеет общее решение из пространства ( )HRW ;4

2 +  в виде 
( )

2
7

21
21210 ,, Hxxxexetu tAtA ∈+= ωω . 

Из условия (2) следует, что 21 xx −=  и ( ) ( )11
1

121
21 xexeSAx tAtA ωωωω −=− − , 

т.е. 
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 ( ) 11
1

1
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2
QxxeeSAix tAtA ≡−= − ωω .                                     (7) 

Из леммы следует, что 
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7
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Так как 1<q , то оператор QE −  обратим в  
2

7H  и 01 =x , следовательно, 

02 =x . Тогда ( ) 00 ≡tu . Теперь докажем, что образ оператора 0P  совпада-
ет с пространством ( )HRL ;2 + . Пусть ( ) ( )tftf =1  при 0>t , ( ) 01 =tf  при  

0<t  и  ( )ξ1
~f  есть её преобразование Фурье. Тогда  вектор-функция 
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принадлежит ( )HRW ;4
2 + . Действительно, по теореме Планшереля 
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где ( )ξ1
~u  есть преобразование Фурье вектор-функции ( )tu1 . Очевидно, 

что при  R∈ξ  

( )
( )

( ) 1sup 14441444 <+≤+
−

∈

−
µξµξ

σµ A
AEA , 

( )
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( ) 1sup 14441444 <+≤+
−

∈

−
µξξξξ

σµ A
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Тогда из (8) следует, что ( ) ( )HRWtu ;4
21 +∈ . Обозначим через ( )t1ξ  суже-

ние ( )tu1  на [ )∞,0 . Тогда ( ) ( )HRWt ;4
21 +∈ξ , ( ) ( ) ( )3,00

2
141 =∈ −− jH j

jξ  и 

( )t1ξ   удовлетворяет уравнению (1) почти всюду в +R . Будем искать ре-
шение задачи (1), (2) в виде 

( ) ( ) 211
21 xexettu tAtA ωωξ ++= , 

где 1x  и 
2

72 Hx ∈  и принадлежат к определению. Из условия (2) получаем, 
что  

( )0121 ξ−−= xx  
и  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )000 11211121
221 ξξωξωωξ ωωω tAtAtA eSAxeeStSAx −+−+=−+′ . 
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Отсюда относительно 1x  получаем уравнение 
ψ=− 11 Qxx , 

где  Q   определен из равенства (7), а 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
2

7
2 000

2 1
1

1
1

12
1 HeSAtSAAi tA ∈−++′= −−− ξξξωξψ ω . 

Так как оператор QE −  обратим в 
2

7H , то ( ) ψ11
−−= QEx , а 

( ) ψ12
−−−= QEx . Векторы 1x , 

2
72 Hx ∈ , поэтому ( ) ( )HRWtu ;4

2 +∈ . Таким 

образом, образ оператора 0P  совпадает с ( )HRL ;2 + . С другой стороны, 

( )
( )

( ) ( )HRWHRLHRL
uuAuuP

;;

44
;0 4

222
2

+++
≤+= . 

По теореме Банаха  об обратном операторе существует ограничен-
ный обратный ( ) ( )SHRWHRLP ;;;: 4

22
1

0 ++
− → . Таким образом, 

( ) ( )HRLHRW
fconstu

;; 2
4

2 ++
≤ . 

Теорема доказана. 
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OPERATOR ƏMSALLI DÖRDTƏRTİBLİ DİFERENSİAL TƏNLİKLƏR ÜÇÜN BİR 
QEYRİ-LOKAL SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 

 
S.S.MİRZƏYEV, S.M.BAĞIROVA  

 
XÜLASƏ 

 
İşdə dördtərtibli operator diferensial tənliyin və sərhəd şərtlərindəki operatorların üzə-

rinə elə şərtlər tapılmışdır ki, onlar baxılan sərhəd məsələsinin abstrakt Sobolev tipli fəzalarda 
korrekt həll olunmasını təmin edir. Bu məsələni xüsusi halda bir sıra qeyri-lokal sərhəd 
məsələləri əhatə edir. 

 
Açar sözlər: operator tənlik, sərhəd məsələsi, requlyar həll. 

 
 

ON A NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A FOURTH ORDER 
DIFFERENTIAL EQUATION WITH OPERATOR COEFFICIENTS 

 
S.S.MIRZAYEV, S.M.BAGHIROVA  

 
SUMMARY 

 
In this paper some conditions on operators in a fourth order operator-differential equa-

tion and operators in boundary value problems implying the correct solvability of this 
boundary value problem are obtained. In particular, these boundary conditions comprise some 
nonlocal boundary value problems. 

 
Key words: operator equation, boundary value problem, regular solution. 
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